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Sur certains théorèmes d'interpolation 
Par C. FOIAS à Bucarest et J. L. LIONS à Nancy 
Introduction 
Soient AQ et A\ (resp. Bo et Bi) deux espaces normés contenus algébri-
quement et topologiquement dans un espace vectoriel topologique localement 
convexe S (resp. cF). On suppose, pour simplifier, que Ao n Ai est dense dans An 
et dans Ai (resp. que Bo n Bi est dense dans Bo et Bi). Soit X (resp. Y) un troisi-
ème espace de Banach également contenu dans & (resp. IF) tel que Ao n Ai n X 
(resp. £ o n £ i n K ) soit dense dans A0, Ai et X (resp. dans B0,Bi et Y). On 
dit que [X, Y} est un couple d'espaces d'interpolation pour {Ai,Bi} ( /==0, 1) 
si toute application linéaire de A0f\Ai dans B0Ç]Bi, continue de At dans B, 
(/ = 0,1), est automatiquement continue de X dans Y (de façon plus précise: 
peut se prolonger en une application linéaire continue de X dans Y). Dans 
le cas où Ai = Bi (/ = 0 ,1) et X= Y on dit que X est un espace d'inter-
polation pour Ai (/ = 0, 1). 
Par exemple, soit T un espace localement compact et soit [¿^0 une 
mesure sur T, Ao=Bo — L^(T) (espace des fonctions complexes de puissance 
jp-ième ,u-intégrable) et Ai = Bi = L^(T), avec 1 ̂ p<q<o°; alors d'après 
le théorème de M. R I E S Z [12], L'SÎ(T) (p < r <q) est un espace d'interpolation 
pour Ll(T) et LUT). 
Autre exemple: Soient Mo et Mi deux fonctions positives localement 
.«r-intégrables sur T, soit Mi-i-i la mesure gMidfi et v4, = 5 ; = Li f i . i i ( r ) 
( / = 1 , 2 ) ; dans ces conditions, d'après [13] et [14], LpMeuu0.AT) {0<6<\) ' o 1 
est un espace d'interpolation pour Z . j , r ^ ( r ) (/ = 0,1) . 
On peut poser le problème de trouver "tous" les espaces d'interpola-
tion, notamment pour les espaces Lpu r^{T) ( / = 1 , 2 ) . 
On va, dans une certaine mesure, répondre à cette question. On donnera 
un résultat, contenant à la fois un théorème d'interpolation de E . M . S T E I N 
(cf. [ 1 3 ] ) , un théorème de E . H E I N Z [ 6 ] (pour le cas des fonctions non bornées) 
et un théorème d'interpolation donné par l'un de nous dans le cas des es-
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paces de Hilbert séparables [9] (résultat retrouvé indépendamment par S. G. 
K R E I N [8]; les méthodes de [9], [8] et la présente sont toutes différentes; pour 
le cas hilbertien, on consultera également N . A R O N S Z A J N [ 1 ] ) . 
Dans le n° 1 nous introduisons la notion de mesure spectrale de type p. 
Dans le n° 2 nous donnons le théorème général, et dans le n° 3 des 
applications et des variantes de ce théorème, ainsi qu'une liste de problèmes 
non résolus. 
1. Mesures spectrales de type p 
Soit ¿È> un clan borélien de sous-ensembles d'un ensemble T, un 
espace de Banach (complexe), 1K' son dual, <x, x')> la dualité entre et 
|x | et |x ' | les normes sur % et enfin E = { ^ ( f f ) } ^ ^ une mesure spec-
trale1) dans f . Par définition, E est de type p (\<p<oo) si pour toute 
partition finie {OI} A §!> de T et pour tout x £ % on a 
( î . i ) 2 | £ ( 0 * r = M ! ' -
i 
Nous allons donner quelques faits, concernant les mesures spectrales 
de type p, qui sont analogues à quelques-uns bien connus dans le cas des 
mesures spectrales dans l'espace de Hilbert (p = 2). Comme leurs démonstra-
tions sont des simples transpositions au cas général des démonstrations usu-
elles du cas particulier mentionné, nous les omettons. 
Dans ce qui suit, E sera toujours supposé de type p (]<p<oo). Alors 
E'= es tdetype/? ' , où — + ^ 7 = 1 et pour tout x Ç f , o—>\E(o)x\'' 
est une mesure (bornée ^ 0 ) sur T. Soit M(t)(t Ç T) une fonction numérique 
cB-mesurable. 11 existe un opérateur Uu (dans %) linéaire fermé à domaine 
D((JM) d e n s e , tel q u e 
(1.2) D(Uu) = {x: x £ % M £ LfK^iT)} 
( 1 . 3 ) <JUUX, x ' > = (' M(t) d(E(t)x, x ' > , x £ D(UM), X' £ 
T 
(1 .4) | U M X = J | M ( t ) | E ( t ) x f , x Ç D(U„). 
!) C'est-à-dire une application o - + E ( o ) de JJ dans l'algèbre des opérateurs 
linéaires bornés de telle que (i) ncrs)=£'(cr1)£(o-a), tTj, Ç (ii) £ ( 0 ) = O , 
E(T) = /, (iii) sup |£(<T)|<OO et (iv) E(o)x est dénombrablement additive (dans quel 
<7 
que soit En ce qui concerne ces notions voir par exemple l'article d'exposition de 
DUNFORD [ 4 | . 
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De plus, on a 
(1 .5) | i / j / | = vrai max |Af(/)| 
où le vrai maximum est pris par rapport à toutes les mesures |£(-)JC|'', x Ç l ï . 
On peut vérifier aussi que l'application M^-UM correspond au calcul fonc-
tionnel de B A D E [2]2) qui généralise les propriétés du calcul fonctionnel de 
l'espace de Hilbert (aujourd'hui classique) de v. NEUMANN, comme par 
exemple Ui — /, Uo = 0 et 
(1.6) UM, UWl= Ui,t M2 2 U,U U.ut 
(1 .7) U m ^ I ^ U M . + UM., 
dès que la fonction M2 est essentiellement3) bornée. 
Pour M(t) ¿B-mesurable et essentiellement positive, posons ®^==DfU i ) 
l .vi'J 
muni par la norme | x | ; V = U ±x et soit ®M l 'espace de Banach complété 
Ml' 
pour cette norme. 11 est utile de remarquer ici que si Mo, Mlt..., Mn sont 
telles fonctions, alors ®*j0 n n .. n @.vH est dense dans % et dans chaque 
®S ( /==0, 1,2, . . . , « ) . 
E x e m p l e . Soit T un espace localement compact, 0 une mesure 
sur T, Si,! le clan borélien des ensembles .w-mesurables de T, et soit §bc§bIL 
un autre can borélien. 
Posons = L'^T) (1 <p<oc) et E(o)x = x*x (x £°X,o £ <$>, x<7 fonction 
caractéristique de o). On vérifie sans peine que E = {E(a)} 0 est une cgefo 
mesure spectrale de type p. De plus, si M(t) est une fonction ¿¡¿-mesurable 
localement ,u-intégrable et «-essentiellement positive, alors 
(1.8) ê l = LV»{T). 
2. Théorème d'interpolation 
Soit F={F(a)}^^ une (autre) mesure spectrale de type p dans un 
espace de Banach ^J4). Soient Mo et Mi deux fonctions ^ -mesurab les essen-
tiellement5) positives. 
2) Voir aussi [4]. 
3) Le terme "essentiellement" se réfère toujours à toutes les mesures \E(-)x\v,.x^ 
4) Dual D', dualité <(y,y')>, normes \y\, \y'\. 
r>) Par rapport à £ et à F [voir la remarque3)]. 
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On appelle fonction d'interpolation d'ordre p, une fonction &(/.<,, / , ) > 0 
définie et continue sur (0, <x>)x(0, oo)°) telle que {©¿(¡i^.,^), ¡i«} soit 
un couple d'espaces d'interpolation pour {©îr,., (/ = 0,1), quels que 
soient M<\,M\,E et F. 
Notre problème est alors la recherche des fonctions d'interpolation 
d'ordre p. Pour cela, introduisons les classes Sr, ( 0 < « < ° ° ) des fonctions 
positives ep(Â) ( 0 < / < oo) telles que 
(2.1) 1 
9(Xf J ( l + f e ) " ' o 
où v est une mesure ^ 0 sur (0, °o) dépendant de ip, telle que 
(2.1 ' ) f ^ % < c « . 
(I 
T h é o r è m e . Toute fonction &(/.„, /,) homogène de degré 1, telle que 
0(1, À) £ 3 i , est une fonction d'interpolation d'ordre p. 
D é m o n s t r a t i o n . 1) Soit Wv( Mu, Mi) l'espace des fonctions s—>u(s) 
J-I J' ) ^ ]' 
définies sur (0, o°) à valeurs 'dans telles que u (s) £ L,.(0, »>;«g)^) 
i 
— ^ .. 
et s>'u(s) £ L'r(0, oo;©.if,)> m u n i P a r , a norme 
co cd 1 
(2.2) | « | , , = | | ' ( | / / ( s ) k / < M * ) + j ' S ( | » ( S ) | , , , ) V ' K # . 
i.i ii 
Il est utile de noter qu'en vertu de (1.4) et des définitions des espaces 
®M, o n a u(s)£ ( 0 < s < o o , 7 ' - p p ) e t 
<0 J_ 
(2-3) | W | h - = | ( ' ( | « ( S ) | ^ , U , ) ' , ^ ( S ) ] î ' . 
(i 
Inversement, si une fonction s—>-u(s)€% vérifie ces dernières relations 
avec | u | iv 
<oo dans (2.3), alors W?,(M{>, Mi). Soit Wf,(M0, Mi) l'espace 
de Banach complété de Wr(Mo, Mi) et soit TT une application linéaire de 
®£ 0 n dans @.von ®M, appartenant à £(©£,.; ê£,.)7) ( i = 0 , 1). Evidemment 
''') Par conséquent, <P(M0, Mi) est aussi ¿¡¿-mesurable et essentiellement positive. 
') £CcC; "20 désigne l'espace des applications linéaires et continues de % dans ^J, 
etc. Comme n e s t dense dans g ) ^ . ( y ' = 1,2), n détermine de façon unique (par 
T? TT 
continuité) un élément de t(®.i i j> 
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[voir (2. 2)] 
(2.4) 7c Ç Z(Wv(M0, Mi)', WÏ(M,t, Af,)) 
où n est définie sur W^(M0, Mi) par u(s)-*nu(s). 
2) Pour u £ Co(0, o o j ^ j ^ n [espace des fonctions continues à sup-
port compact dans (0, <») et à valeurs dans muni par |x|jf()-j-|X|jî,, 
posons 
co 
(2 .5) y u = | ' u ( s ) r f v ( s ) . 
il 
Soit 
(2 .6) a»(fe,An) = j i : , = 0, l j 
où l s / i , k i < o o sont des entiers et soit <l)n(t) définie par ^ j r p 
tÇ. On(ko, ki), ki= 1,2,... . Alors {®„(i)} est une suite non-décroissante 
tendant vers ®(Mo(t), Mi(t)). En utilisant successivement ce fait, les pro-
priétés (1.6), (1.5) du calcul fonctionnel et les relations (2. 1), (1. 1), (2.3), 
on obtient: 
T 
= lim (0„(f)d\E(t)Ju\p = \im f fl&fè, •§;)\E(an(k0, k^M" = 
u—>- co J TI—*- CO /«•„. /.-,•=! V, £ J 
= lim V ( p i — , —I 
— , „ £ 1 U " ' 2 " ! 
< l i m inf V < 2 > f * ° , * Ù 
U LE(a„(k„kx))U Lu(s)dv(s) 
vrai max ! rdv(s) 
0 [ A / o ( 0 + 
y 
• J \E(an(ko, A,))i/ , H(s)|"tfv(s) s 
(il/0+.s,1/,) P 
=§ lim inf J ; f|£(ff..(Aro,Ari))£/ . , u(s) | ! ' r f r (s) = 
n->-co Av, k, = 1 «/ , v 
= \\U Lu(s)\»dv(s) = (\u\„,y, 
° (-1/o+s.U,) 
) 
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d'Où 
(2-7) |/wU(3vv,) = M:N'-
En vertu de cette relation (qui montre que J u £ ©¿>(.v0, a/,)), (2.5) se prolonge 
par continuité en une contraction (linéaire) de Wr(Ma,Mi) dans jr,>s)-
3) Soit 
i_ i 
K„(t) = [Mo(t) + sMrit)]'"-' 0(Mu(t), M{(t))^. 
Alors K„(t) (s fixé) est une fonction essentiellement bornée sur T. En vertu 
de (1.7), De plus de 
I UK,,X-UK,,X r = J | / r , , ( o — M 0 f t f | £ ( 0 * f 
T 
il résulte que S-+UKx est une fonction continue dans la topologie de la 
convergence simple. Posons K E : x—^Uj^x pour x £ № W alors 
(|K*'x\w)" = J | U j_ i/A-,X 1^7/(5) = 
0 {M„+sMl)V 
r r - — ^ 
== J | [Mo(t)i-.s'7W,(0] 0(Mo(t), Ml(f)y-Ui\E(t)x\ldv(s) = 
0 7' 
co 
= <P(M„(0> (Opf j ^ -r] d[E(t)x\" = 
= f <P(Afo(0, Mi(t))d\E(t)x\" = (|X„,,)" 
T 
et par suite 
( 2 . 8 ) | KE x j TF - = | x | J V , ) , 
^ F 
ce qui permet de prolonger KE en une isométrie (linéaire) de ®&(M0,Mi) dans 
Mi), car en vertu de la continuité simple de Uh-S, de (2.8) il résulte 
que KF,x Ç W®(Mo, M\) dès que ® § № > J / i ) . 
Il est évident que ue(s) = %̂  I J A ^ X vérifie les conditions de la re-
marque 8) si j r ^ ® ^ ® « , e t 1 u e dans ce cas u!:(s)-^KJ]x (dans 
s) Remarquons que si ÎI(S) est une fonction continue dans ( 6 > Û ) à valeurs 
dans n ® ^ , nulle en dehors de cet intervalle, alors Ju est donné aussi par l'intégrale 
03 
( u(s)dv(s). 
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Vf?(Mo, Ml)) pour «—>-0. Par conséquent, dans ®¿(jV„ ¡г.) nous avons 
€ 
JKEx = l imJu e = lim UKsxdv(s) = 
= lim U i x = U ш x=uix = x 
J (' AVM») 
J 0 
£ 
d'où, par continuité, pour tout x £ 
(2 .9) JKEx = x. 
4) On va maintenant démontrer le théorème par une méthode indiquée 
dans [10]. 
Soit л- с M,) П ®М0 П • Alors Kh x est une fonction continue à 
valeurs dans Soit г/£ = / ± KEx. Alors Jua <E ®£„ n ®?fl et [voir 
P ej 
la remarque8)] nous avons JJcua = nJus, d'où, en utilisant (2. 9), on déduit 
par continuité 
( 2 . 1 0 ) 7tx = JnKEx, x £ ®Ф(ЛГО, j,,) Л ©JR0 П @, 
où cette dernière fois Зт est considéré dans £.(WV(M0,MI);WV(MQ,MI)), ce 
qui achève la démonstration du théorème. 
3. Remarques diverses 
3 . 1 . Désignons par \ n \ u la norme de я; dans Alors, en 
vertu du fait que. dans £(WE(M0,MI); WE (M0, MI)) la norme de Ж est 
^ sup (\л\ма , M.v,), on déduit de (2.10) l'inégalité suivante 
(3. 1) \ы\ф(м0, л,) ^ sup (|я:|л/0, | я : | м ) . 
3 . 2 . Soit ? ' ê 0 une (autre) mesure sur T et soit Jâ = <$y n cB^ (voir 
l'exemple du n°l) . Soit Mi(t) (/ = 0 ,1 ) une fonction mesurable, essentielle-
ment positive et localement integrable par rapport aux mesures fi et r . Alors 
. en vertu de (1. 8) on déduit = L*(T) n Lîv.M(T) et par suite d'après notre 
théorème on a: 
Pour toute fonction Ф(Лп, /.¡) homogène de degré 1 telle que 
p-i 
M,);i(T), ¿ад, М,П'(Т)У) 
'•')• On a Ф(/.0, Я,) + Я,) où с est une constante; par conséquent Ф(М0, M¡) est 
localement ¡л- et v- intégrable donc ©0 ( 3 / o i i V i ) et s'identifient à L%{Ma îI&tL(T), 
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est un couple d'espaces d'interpolation pour {LL(T) n LU.,L(T), LL(T) n Uh .,(T)} 
(/ = 0 ,1 ) . 
Comme ®(Ào, (0 < 6 < 1) est une pareille fonction 
co 
• - I 1 f __L 1—, 
, le résultat ci-
l 1 
en fait cfv(s)==cs^ri' ds, où — = (1 - j - s p ^ - V - 1 " ds 
dessus généralise certains théorèmes d'interpolation de S T E I N [ 1 3 ] et S T E I N — 
W E I S S [ 1 4 ] . 
3 . 3 . Notons d'abord ceci: si ( p £ 3 a , alors 
w w 
<p(tl) 
En effet on déduit de (2. 1) que 
< P ' ( l ) 








+ ; . s ( i + A s ) 
dv(s) 
7adv(s)^\. 
11 résulte de là que pour une fonction homogène de degré 1 
telle que <Z>(\ , l )£3 a on a 
car 0(Âo,h) = lo®[\,j^. 
Ceci posé, considérons sur un ouvert £2 de /?", deux fonctions Mo et 
Mi>0, localement sommables avec ( A M / ) A / / ' ç ¿ ° ° ( i 2 ) , où Di = d/dXi 
(i — 1, 2 , . . . , n;j= 1, 2), les dérivées étant prises au sens des distributions 
sur I2. On désigne par HUV(£2) l'espace des (classes de) fonctions u telles 
j_ 1 
que M? u, Di(Mf u) ( / = 1 , 2 , . . . , n) soient dans L"(&); il est équivalent de 
i i 
supposer que Mf u et MJ1 Dut £ L''(£i)\ on munit cet espace de la norme 
\Mj{\uY + Z\Diuï]dx 
i 
qui le rend un espace de Banach. 
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La fonction 0(h\,h) étant définie comme ci-dessus,, la fonction x—• 
® (Mo(x), Mi(x)), que nous désignerons pour un instant par est localement 
sommable dans et 
( A 0)®~l = (Mo1 DiM»)Mo [ j ^ ®(Mo, MI)] 0'1 + 
+ (M\lD-,Mi)M®(Mo, M,) j 0~l £ ¿ % Q ) . 
On définit donc Hlp^ (-¿) comme on a défini H),", (Q). 
On peut maintenant énoncer le résultat suivant: 
Les fonctions Mj et 0(h\, /i) étant données comme ci-dessus, avec 
1 , et :r étant donnée, linéaire de H\?o(0) n Hlf^Q) dans I\(&) n 
/ 7 - 1 
n LMX&), avec 
W h ^ v M ^ C / = 0 , 1 ) , 
' i J 
on a 
M U .n^WfWjM ro,. 
ou m est une constante dépendant de m, et des maxima essentiels de 
M j 1 ( D i M 3 ) (Y = 0 , 1 ; / = 1, 2 , . . . , « ) . 
En effet, soit / donnée dans H\',l(<2) n H)l[(i>), et soit 
i i 
Kf(x, s) = u(x, s) =f(x)[Mo(x) sMi(x)}^0(Mo(x), M 0 ( x ) p . 
D'après la démonstration du théorème, tout, revient à vérifier que u est 
dans l'espace W1 des fonctions telle que 
(Mo + s M ^ u C L>;,(0, oo ; H L i ' ( 0 ) ) , 
où HhP(Q) est défini comme Hlf(<7), avec M= 1, et que 
11*711, n S i C i H / i l ^ . 
i 
11 faut donc vérifier que v i = Di((Mo-{-sMi)t'u) est dans Ll(0, oo; 
L'(i2)), de norme bornée dans cet espace par c2 | | / | | 1>}) . Or vi est 
somme de la fonction 
1 
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i 
qui est majorée en module par (Mo + s M i ) p | u | (d'où le résultat pour cette 
fonction d'après la démonstration du théorème) et de la fonction 
(Mo + sMi^DiU. 
Si donc W désigne l'espace des fonctions v telles que 
i 
(Mo + sAÍ,)» v £ Li(0, oo ; L"(tij), 
il faut vérifier que D¡u £ W et que sa norme dans W est majorée par 
ca I l / I l i,j» • Or D¡u est somme de quatre fonctions: 
i i 
(i) (D;f)(Mo + sM¡) ^~[ 0(Mih Mt)^ 
qui a la propriété voulue, d'après la démonstration du théorème; 
ce qui se ramène au (i), puisque (DiMo-\-sD;Mi)(Mo-1rsMlyi est dans 
L % Q ) ; 
(iii) — L - ( M o M>) c i A (M„ + s M i ) ^ f 0 ( M o , M , ) ^ 1 ; 
p — 1 V (/A 0 J 
(¡V) - ^ - ( m , 0-^(Mo + sMi)^f0(Mo, 
Or les fonctions (iii) et (iv) se ramènent à (i) en utilisant les remarques du 
0 0 i début relatives à /.,—- (/->"' (y = 0,1). D'où le résultat. 
3 . 4 . Supposons que ^ et D soient des espaces de Hilbert et soient 
Ao, Ai (resp. Bo, Bi) deux opérateurs autoadjoints > 0 dans % (resp. <â)), 
permutables entre eux. Soit E (resp. F ) la mesure spectrale simultanée de 
A» et Ai (resp. Bo et Bi). Evidemment E (resp. F) est de type 2 et 
pour toute fonction continue 0(lo,h)>Q (Q<lo,h<°°) on a = 
= = [resp. = = En particulier 
on a = (resp. @X. = ©B¿) (y' = 0, 1). Par conséquent on a le corol-
laire suivant: 
Pour toute fonction 0(h,l\) homogène de degré 1 telle que 0(\, l ) £ â'i, 
î®®^,/!,^' ®o5(7¿0,/j,)-i} est lin c0llPle d'espaces d'interpolation pour @B±} 
( ' = o " 1). 
Dans le cas où % et 1) sont séparables et 0(h, h) = ¡%(0<d<\), 
ce résultat est donné dans [10]. 
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3 . 5 . Appliquons le résultat précédent au cas suivant: A0 = BQ = I 
(opérateur identique), A\ = A, BI = B et N—I. Alors en tenant aussi compte 
de (3.1), on obtient le fait suivant: 
i_ J_ 
Si ®Ai-®.ni et \BYx\ ^ pour tout xÇSXii, alors %(A i i 
et \<p(B)-x\ ^\<p(A)-pour tout x Ç quelle que soit rp £ â'i. 
Ceci correspond à un théorème de HEINZ [6] sur les fonctions „mono-
tones" d'opérateurs autoadjoints. En effet, E. HEINZ a montré que le fait 
ci-dessus est vrai quelle que soit la fonction <p>0 définie sur (0, °o) qui se 
prolonge analytiquement sur tout le plan coupé par ( — d e manière que 
Imr/>(/l)>0 pour I m / . > 0 . Il est évident que toute fonction de (de plus, 
même de S„) jouit de cette propriété, mais on a aussi une implication inverse, 
notamment: 
Toute fonction non-bornée cp(l) définie sur (0, <*>) qui se prolonge analy-
tiquement sur tout te plan coupé par (— de manière que Im ([>(/.)> 0 
pour Im /. > 0, appartient à Si. 
Posons = ( 0 — 2)0 + £ ) " 1 ) r 1 ; alors y>(§) est définie sur ( — 1 , + 1) 
et se prolonge analytiquement dans tout le plan coupé par ( — o c , — 1 ) et 
( l , + °o) de manière que \m-»p(k)>0 pour I m S > 0 . En vertu du théorème 
de représentation10) de ces fonctions, il existe une mesure positive sur 
(—1, + 1) telle que 
+i 
v ( i ) = v ( 0 ) + j ï ( i < s < i ). 
-1 
Comme <p(/l)—> 0 0 pour nous obtenons 
+i +i 
^-ffi Jthdl<{t)' 
-i - i . 
d'où 
+i 
(3 .2) >>m= ( - K Ï < I ) . 
Soit s ( o = (i + 0 ( i — ' 0 " 1 e t 
v(a) = } (<T«=(0,.oo) borélien). 
S~H<T) 
On vérifie sans peine que v est une mesure borélienne sur (0, <») satisfaisant 
"') Pour une démonstration simple de cette représentation, voir [7]. 
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(2. Г) avec « = 1 , et puis en vertu de (3.2) et de la définition de '(/>(£), 
que r/>(A) vérifie (2.1) avec « = 1 , donc <р$3\ . 
Par conséquent notre théorème a comme corollaire le théorème de 
H E I N Z sur les fonctions „monotones" d'opérateurs dans le cas des fonctions 
non bornées. 
3 . 6 . 11 est utile de noter que si Л et Б sont bornés, la remarque 
précédente peut être énoncée aussi comme il suit: 
A^B entraîne <p(A) ^ <p{B). 
Cela justifie la terminologie utilisée auparavant. 
En vertu des résultats de L Ô W N E R ( [ 1 1 ] , voir aussi [3]) sur les fonc-
tions „monotones" de matrices, toute fonction (p vérifiant la relation ci-dessus, 
se prolonge en une fonction analytique dans tout le plan coupé par (—co ,0 ) , 
telle que Imr/>(A)>0 pour ImA>0 . D'après toute la discussion antérieure 
(voir 3 .5) il résulte que parmi les fonctions homogènes de degré 1 non 
bornées en'Ai, la classe de celles Ф(А0, Ai) telles que ç P ( l , A ) ç 3 i est la plus 
large classe de fonctions d'interpolation d'ordre 2 vérifiant (3.1). De plus, 
on a un résultat plus précis, notamment: 
La classe des fonctions d'interpolation d'ordre 2 qui sont non bornées 
en Ai et vérifient (3.1), coïncide avec celle des fonctions Ф(/.о, Ai) homogènes 
de degré 1 telles que Ф(\, A) £ S,. 
Ceci est une conséquence immédiate de la remarque qui suit. 
3 . 7 . Toute fonction d'interpolation d'ordre p vérifiant (3.1) est homo-
gène de degré 1. 
Démontrons d'abord que si <P(Ao,Ai) est une fonction d'interpolation 
d'ordre p vérifiant (3.1), alors Ф(А, A) = АФ(1,1) . 
Sans restreindre la généralité nous pouvons supposer que Ф(1, 1 ) = 1 . 
i 
Soit fe = ^)==C2 normé par [|c0f' + k i f ' ] 7 et soit E(o) ( r jc : (0 , ~ ) ) défini 
de la manière suivante: 
E({ 1 })(c0, Ci) = (со, 0), £({f,})(cb, c,) = (0, ci) 
(où (со,Ci) d C2 et 0 < f i fixé =£1), E(o) = 0 pour a n { f i , l } = 0 , et par 
suite d'une manière évidente. On vérifie sans peine que {£(<?)} est une 
mesure spectrale de type p. Posons M0(t) = M1(t) = t, t£(0, °o). Alors 
л 1 л 
ê , B = ® f = C2 muni de la norme |c|f = [|с0Г + U |c, et = „ = C 2 
i 
muni de la norme |с|Ф(М) = [|со|г)+ <t>(U, ^ I c i f ] 7 ' . En vertu de l'hypothèse 
faite pour toute transformation linéaire я de C2 on a |л;|«)(<,,). Or ceci 
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entraîne que ®(t\,ti) = ti, en vertu du lemme suivant. Soient |c|„ = 
= [Ico|JJ + a|Ci¡''jî7 et |c|î) = [|co|2, + 6|cif,] î' deux normes sur C- où a,b>0, 
telles que pour toute transformation linéaire tc de C2 on ait \:>t\,, s i \:>r\a. Alors 
a = b. En effet soit % = fixé, mais arbitraire et soit TC(CO,CI) = 
= (cn£o, coli). Alors |yr|a==|S|a et |yr|a = donc d'où b ^ a . 
i 
Il est évident que pour les normes |c|,;==[iT1|co|p + |ci|î']i' et \c\i — 
i 
= 11Cof +1Cif 'p ' on a \n:\a = \7c\a , \7c\ b~\n\b, et par conséquent on déduit 
d'où résulte [en prenant ^r(co,Ci) = (Ci£o,c lSi)]6" 1^a- 1 donc 
a ^ b ce qui achève la démonstration du lemme. 
Par conséquent — En tenant compte du fait que 
pour î 7 0 , « i > 0 fixés, 0(aoÀo,alÀl) est aussi une fonction d'interpolation 
d'ordre p, vérifiant (3.1), on obtient d'après ce que nous avons déjà montré 
®(/.a0, lai) = l®(a0, ai) ce qui achève la démonstration de notre assertion. 
3 . 8 . En conservant les notations des № s 1 et 2, on a aussi le fait 
suivant (dont la démonstration est analogue à celle du théorème): 
k , • k , 
Si n est un opérateur linéaire de f| @îi dans f| continu de 
. 7 = 0 ' 3=0 ' 
A F A F 
®m. dans ®ïr. (y' = 0, 
1 , ' . . . , k), alors 7i: est également un opérateur linéaire 
continu de M0,M,,...,}[,)• dans ê^r»,^,.. ,uk) pour <P vérifiant cd co 
1 f f d v ( S u . . . , S k ) 1 
...,/./.)<* J J (¿o + / i s H \-hsk)tt ' p—1" o 0 
3. 9. Problèmes 
a) L'ensemble des fonctions d'interpolation d'ordre p dépend-t-il de p ? 
b) Dans les conditions de l'énoncé du point 3.3, considérons la classe 
de toutes les fonctions telles que 
d/o 9/i 
soient bornées, et telles que le théorème d'interpolation correspondant soit 
vrai. Retrouve-t-on ainsi la classe des fonctions d'interpolation d'ordre p? 
c) Les espaces d'interpolation construits d'après notre théorème sont-ils 
des „espaces intermédiaires" au sens de [5]? 
d) Notre théorème est-il encore vrai (au moins pour certaines fonc-
tions ®) lorsque E et F ne sont pas de type p? 
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